
Proofs are to Mathematics what calligraphy is to poetry. 

Mathematical works do consist of proofs just as 

poems do consist of characters  

— VLADIMIR ARNOLD 

A.1.1  भूͧ मका (Introduction)

क¢ा IX, X तथा XI मɅ हम कथन, सयंÈुत कथन, कथन के Ǔनषधेन, ͪवलोम तथा ĤǓतधना×मक 
èवǾप और अͧभगहृȣत, अनमुाǓनत कथन, साÚय तथा Ǔनगमना×मक ͪववचेन कȧ सकंãपनाओ ंके 
बारे मɅ पढ़ चकेु हɇ।
यहाँ हम गͨणतीय साÚयɉ को ͧसɮध (Ĥमाͨणत) करने कȧ ͪवͧभÛन ͪवͬधयɉ पर ͪवचार करɅगे।

A.1.2  उपपͪƣ Èया है? (What is a Proof?) 

ͩकसी गͨणतीय कथन कȧ उपपͪƣ मɅ कथनɉ का एक अनĐुम अतंͪव[çट होता है, िजसके Ĥ×येक 
कथन के औͬच×य को ͩकसी पǐरभाͪषत पद या ͩकसी अͧभगहृȣत या ͩकसी एसेी साÚय ɮवारा 
Ĥमाͨणत करत ेहɇ, िजस ेǓनगमǓनक ͪ वͬध तथा कुछ अपǐरभाͪषत पदɉ ɮवारा केवल èवीकाय[ ताͩक[ क 
Ǔनयमɉ का Ĥयोग करके पूव[ ĤǓतपाǑदत ͩकया जा चुका हो।
 इस Ĥकार Ĥ×येक उपपͪƣ ǓनगमǓनक तकɟ कȧ एक  शृखंला होती है, िजनमɅ स ेĤ×येक कȧ 
अपनी पǐरकãपनाए ँतथा Ǔनçकष[ होत ेहɇ। अͬधकतर हम ͩ कसी साÚय को उसमɅ Ǒदए हुए तØयɉ से 
Ĥ×य¢ रȣǓत ɮवारा ͧ सɮध करत ेहɇ। परंत ुकभी-कभी साÚय को सीध ेͧ सɮध करने कȧ अपे¢ा उसके 
समतãुय साÚय को ͧसɮध करना आसान होता है। इस Ĥकार ͩकसी साÚय को ͧसɮध करन ेकȧ 
दो ͪवͬधया ँĤदͧश[त होती हɇ, नामतः Ĥ×य¢ उपपͪƣ अथवा अĤ×य¢ उपपͪƣ तथा इसके अǓतǐरÈत 
Ĥ×येक ͪवͬध मɅ तीन ͧभÛन-ͧभÛन तरȣके होत ेहɇ, िजनकȧ चचा[ नीच ेकȧ गई है।
 Ĥ×य¢ उपपͪƣ  यह साÚय कȧ वह उपपͪƣ है, िजसे हम सीध ेǽप मɅ Ĥदƣ तØयɉ से Ĥारंभ कर 
साÚय कȧ उपपͪƣ èथाͪपत करत ेहɇ।  
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 (i) सीधा-सीधा उपगमन (Approach) यह तकɟ कȧ एक  शृखंला है, जो Ĥदƣ अथवा किãपत 

तØयɉ स ेसीध ेĤारंभ करके, अͧभगहृȣतɉ, पǐरभाͪषत पदɉ तथा पवू[ Ĥमाͨणत साÚयɉ कȧ 
सहायता से तक[  के Ǔनयमɉ के Ĥयोग ɮवारा, ͧसɮध ͩकए जान ेवाले Ǔनçकष[ को Ĥमाͨणत 
करती है।

 Ǔनàनͧलͨखत उदाहरण पर ͪवचार कȧिजएः 

उदाहरण 1 यǑद x2 – 5x + 6 = 0 तो x = 3 या x = 2 है।

हल  x2 – 5x + 6 = 0 (Ǒदया है)

  (x – 3) (x – 2) = 0 (एक åयजंक को तãुय åयजंक स ेबदलन ेपर)

 x – 3 = 0 या x – 2 = 0 (पूव[Ĥमाͨणत साÚय ab = 0 तब a = 0 या b = 0, a, b  R ɮवारा)
  x – 3 + 3 = 0 + 3 या  x – 2 + 2 = 0 + 2  (समीकरण के दोनɉ प¢ɉ मɅ समान सÉंया जोड़ने 

से उसकȧ ĤकृǓत पǐरवǓत [त नहȣं होती है।)
 x + 0 = 3 या x + 0 = 2  (योग के अतंग[त पूणाɍक के त×समक(Identity) गुण के 

Ĥयोग ɮवारा)
  x = 3 या x = 2 (योग के अतंग[त पणूाɍक के त×समक गणु के Ĥयोग ɮवारा।)
 x2 – 5x + 6 = 0 x = 3 या x = 2 

यहाँ p Ĥदƣ कथन  “x2 – 5x + 6 = 0” है और q Ǔनçकष[ कथन “x = 3 या x = 2” है। 
कथन p के åयजंक x2 – 5x + 6 को, इसके तãुय एक अÛय åयजंक (x – 3) (x – 2) से ĤǓतèथाͪपत 

कर के हम एक åयजंक r :“(x – 3) (x – 2) = 0” ĤाÜत करत ेहɇ
यहाँ दो Ĥæन उठत ेहɇः
 (i) åयजंक (x – 3) (x – 2) ͩकस Ĥकार åयजंक x2 – 5x + 6 के समान (तãुय) है ?
 (ii) ͩकसी åयजंक को उसके समान एक अÛय åयजंक से हम कैसे ĤǓतèथाͪपत कर सकते हɇ? 

इनमɅ स ेĤथम को हम ͪपछलȣ क¢ाओ ंमɅ गणुनखडं ɮवारा ͧसɮध कर चकेु हɇ अथा[त ्
x2 – 5x + 6 = x2 – 3x – 2x + 6 = x (x – 3) – 2 (x – 3) = (x – 3) (x – 2)

ɮͪवतीय Ĥæन तक[  के वधै Ǿप (तक[  के Ǔनयमɉ) ɮवारा सभंव होता है। 
इसके उपरांत r पूव[कथन (Premise) या Ĥदƣ कथन हो जाता है, िजससे कथन 

s: “ x – 3 = 0  या x – 2 = 0” ĤाÜत होता है। Ĥ×येक चरण (steps) का औͬच×य कोçठक (brackets) 
मɅ Ǒदया है। 
यह ĤͩĐया Ǔनरंतर तब तक चलती रहती है जब तक हम अǓंतम Ǔनçकष[ पर नहȣं पहँुच जात ेहɇ। 

तक[  कȧ Ĥतीका×मक समतãुयता Ǔनगमन ɮवारा यह Ĥमाͨणत करने मɅ है ͩक p  q 

स×य है। 
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p स े Ĥारंभ करके Ǔनगमन ɮवारा p  r  s  …  q को Ĥमाͨणत कȧिजए। अतः 

“p  q” स×य है। 

उदाहरण 2 ͧसɮध कȧिजए कȧ फलन f : R  R जो  f(x) = 2x + 5 ɮवारा पǐरभाͪषत है, एक एकैकȧ 
(one-one) फलन है 
उपपͪƣ Úयान दȣिजए ͩक फलन f  एकैकȧ होगा यǑद f (x

1
) = f(x

2
)  x

1
 = x

2
  

(एकैकȧ फलन कȧ पǐरभाषा) 
अब मान लȣिजए ͩक f (x

1
) = f(x

2
) अथा[त ्2x

1
+ 5 = 2x

2
 + 5

 2x
1
+ 5 – 5 = 2x

2
 + 5 – 5  (दोनɉ प¢ɉ मɅ समान सÉंया जोड़न ेस)े

 2x
1
+ 0 = 2x

2
 + 0   

  2x
1
 = 2x

2
   (वाèतͪवक सÉंयाओ ंमɅ योÏय त×समक का गणु)

    =  (दोनɉ प¢ɉ को समान शÛूयेतर सÉंया से ͪवभािजत 
करन ेस)े

 x
1
 = x

2

अतः फलन एकैकȧ है।
 (ii) गͨणतीय आगमन
  गͨणतीय आगमन, साÚयɉ को ͧसɮध करने कȧ एक एसेी ͪ वͬध है, िजसका èवǾप ǓनगमǓनक 

होता है। इस ͪवͬध मɅ उपपͪƣ पणू[Ǿपणे Ǔनàनͧलͨखत अͧभगहृȣत पर आधाǐरत होती हɇ।
  N के एक Ĥदƣ उपसमÍुचय S मɅ, यǑद
 (i) Ĥाकृत सÉंया 1  S तथा
 (ii) Ĥाकृत सÉंया  k + 1  S जब कभी k  S, तो S = N

गͨणतीय आगमन का ͧसɮधातं यह है ͩक यǑद एक कथन “S(n), n = 1 के ͧलए स×य है” 
(अथवा ͩकसी अÛय Ĥारंͧभक सÉंया j के ͧलए स×य है) और यǑद कथन n = k के ͧलए स×य होने 
मɅ यह अतंǓन[Ǒहत है ͩक वह n = k + 1 के ͧलए अǓनवाय[तः स×य है (जब कभी धन पणूाɍक k   j), 

तो Ĥदƣ कथन ͩकसी भी धन पणूाɍक n, जहा ँn   j के ͧलए स×य होता है। 
अब हम कुछ उदाहरण लेत ेहɇ।

उदाहरण 3 यǑद A = ,  तो Ǒदखाइए ͩक  An = 

हल  मान ͧलया ͩक P(n) : An = 



268        गͨणत

हम देखत ेहɇ ͩक  P(1) : A1 = 

अतः P(1) स×य है।
अब मान ͧलया ͩक P(k) स×य है, अथा[त ्

 P(k) : Ak = 

तो हम ͧसɮध करना चाहत ेहɇ ͩक P(k + 1) स×य है, जब कभी P(k) स×य है, अथा[त ्

 P(k + 1) : Ak+1 = स×य है

पनुः Ak+1 = Ak . A 

चूँͩक P(k) स×य है, इसͧलए

 Ak+1 =   

 =  
 

(आåयहू गणुन ɮवारा) 

 = 

अतः P(k + 1) स×य है, जब कभी P(k) स×य है।
अतएव P(n), n के सभी मानɉ (धन पणूाɍक) के ͧलए स×य है।
 (iii) ͪवͧभÛन िèथǓतयɉ मɅ ͪवखडंन ɮवारा अथवा Ǔनःशषेण ɮवारा उपपͪƣ

कथन  p  q को ͧसɮध करने कȧ यह ͪवͬध केवल तभी सभंव है, जब  p को अनके कथनɉ 
r, s, t  (मान ͧलया) मɅ ͪवखंͫ डत ͩकया जा सकता हो जसैा ͩक p = r  s  t (जहा ँ“ ” Ĥतीक है 
“या” के ͧलए) 

यǑद सĤǓतबधं कथनɉ r  q;

 s  q;

तथा t  q 
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आकृǓत A1.1

को Ĥमाͨणत ͩकया जाए, तो  (r  s  t)  q, ͧसɮध हो जाता है और इस Ĥकार p  q 

Ĥमाͨणत होता है।
इस ͪवͬध मɅ पǐरकãपना कȧ Ĥ×येक सभंव दशा को जाचँा जाता है। यह ͪ वͬध åयावहाǐरक Ǿप 

से केवल तभी सुͪ वधाजनक है जब ͪवखÖडन ɮवारा ĤाÜत कथनɉ कȧ सÉंया कम हो।

उदाहरण 4 ͩकसी ǒğभजु ABC, मɅ ͧसɮध कȧिजए ͩक

 a = b cos C + c cos B

हल  मान लȣिजए ͩक p कथन “ABC एक ǒğभजु है ” तथा q कथन

 “a = b cos C + c cos B” है
मान लȣिजए ͩक ABC एक ǒğभजु है। शीष[ A  स ेBC (आवæयकतानसुार बढ़ाई गई) पर लबं  

AD खींͬ चए। 
हमɅ £ात है ͩक एक ǒğभजु या तो Ûयनूकोण ǒğभजु या अͬधककोण ǒğभजु या समकोण 

ǒğभजु होता है, इसͧलए हम p को r, s तथा t मɅ ͪवखिÖडत कर सकत ेहɇ, जहाँ
r : ABC एक Ûयनूकोण ǒğभजु है, िजसमɅ C  Ûयनूकोण हɇ।
s : ABC एक अͬधककोण ǒğभजु है, िजसमɅ  C अͬधककोण है।
t : ABC एक समकोण ǒğभजु है, िजसमɅ  C समकोण है।  

अतः हम साÚय को उपयु[Èत तीनɉ सभंावनाओ ंके ͧलए अलग-अलग ͧसɮध करत ेहɇ।  
दशा (i)  जब A, B, तथा C तीनɉ हȣ Ûयनूकोण हɇ (आकृǓत A1.1)

समकोण ǒğभजु ADB, ɮवारा
  = cos B

अथा[त ् BD = AB cos B = c cos B               

समकोण ǒğभजु ADC ɮवारा                                         

  = cos C 

अथा[त ् CD = AC cos C

 =  b cos C

अब a = BD + CD

 = c cos B + b cos C ... (1)
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दशा (ii)  जब C अͬधककोण है (आकृǓत A1.2) 

समकोण ǒğभजु ADB ɮवारा
  = cos B

अथा[त ् BD = AB cos B 

 = c cos B  

समकोण ǒğभजु  ADC  ɮवारा 

  = cos ACD

 = cos (180 – C)

 = – cos C

अथा[त ् CD = – AC cos C

 = – b cos C 

अब a = BC = BD – CD

अथा[त ् a = c cos B – ( – b cos C)

 a = c cos B + b cos C            ... (2)

दशा (iii)  जब C समकोण है (आकृǓत A1.3)

ǒğभजु ACB, ɮवारा
  = cos B

अथा[त ् BC = AB cos B

तथा a = c cos B,

  b cos C = b cos 900 = 0 

अतः हम ͧलख सकत ेहɇ a = 0 + c cos B

 =  b cos C + c cos B  ... (3)

समीकरण (1), (2) तथा (3) स ेहम पात ेहɇ, ͩक ͩकसी ǒğभजु ABC मɅ
 a = b cos C + c cos B

दशा (i) से  r  q Ĥमाͨणत है। 
दशा (ii) से s  q Ĥमाͨणत है।
तथा दशा (iii) से t  q Ĥमाͨणत है।
अतः  (r   s   t)  q Ĥमाͨणत है अथा[त ्p  q Ĥमाͨणत है, 

 आकृǓत A1.2

 आकृǓत A1.3
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अĤ×य¢ उपपͪƣः Ǒदए गए साÚय को सीध ेĤमाͨणत करन ेके एवज मɅ, हम उसके समतãुय 
ͩकसी साÚय को ͧसɮध करके, Ĥदƣ साÚय को Ĥमाͨणत करत ेहɇ  

 (i) ͪवरोधोिÈत ɮवारा उपपͪƣ (Reductio Ad Absurdum): 

  यहाँ हम इस माÛयता स ेĤारंभ करत ेहɇ ͩक पǐरकãपना स×य है तथा Ǔनçकष[ अस×य है। 
तक[  के Ǔनयमɉ के Ĥयोग ɮवारा हम इस Ǔनçकष[ पर पहँुचत ेहɇ ͩक एक £ात स×य कथन, 
अस×य है, जो एक ͪवरोधोिÈत है। अतः Ĥदƣ कथन स×य है इस ͪवͬध को एक उदाहरण 
ɮवारा समझत ेहɇ। 

उदाहरण 5 सभी अभाÏय सÉंयाओ ंका समÍुचय अपǐरͧमत  (Infinite) होता है।
हल मान लȣिजए ͩ क समèत अभाÏय सÉंयाओ ं(Prime Numbers) का समÍुचय P है जो अपǐरͧमत 
है। हम इस कथन के Ǔनषधे (Negation) को, अथा[त समèत अभाÏय सÉंयाओ ंका समÍुचय 
अपǐरͧमत नहȣं है, स×य मान लेत ेहɇ, अथा[त ्समèत अभाÏय सÉंयाओ ंका समुÍचय पǐरͧमत है। 
इसͧलए हम समèत अभाÏय सÉंयाओ ंको सूचीबɮध कर सकत ेहɇ। मान लȣिजए ͩक P

1
, P

2
, P

3
,..., 

P
k 
समèत अभाÏय सÉंयाओ ंकȧ सचूी है। अब मान लȣिजए 

 N = (P
1
 P

2
 P

3
…P

k
)  + 1 ... (1) 

èपçट है ͩक N अभाÏय सÉंयाओ ंकȧ सचूी मɅ नहȣं है, Èयɉͩक यह सूची कȧ ͩकसी भी सÉंया 
से अͬधक है।  

N या तो अभाÏय सÉंया है या सयंÈुत सÉंया है।
यǑद N अभाÏय सÉंया है तो (1) स ेèपçट होता है ͩ क एक एेसी अभाÏय सÉंया का अिèत×व 

है, जो सचूी मɅ नहȣ ंहै। 
दसूरȣ ओर, यǑद N एक सयंÈुत सÉंया है, तो इसका कम स ेकम एक अभाÏय भाजक 

(Divisor) होना चाǑहए। परंत ुसचूी कȧ कोई भी सÉंया N को ͪ वभािजत (पूण[Ǿप स)े नहȣ ंकर सकती 
है, Èयɉͩक उनमɅ स ेͩकसी के ɮवारा N को ͪवभािजत करन ेपर शषेफल सदैव 1 बचता है। अतः 
N का अभाÏय भाजक सचूी के अǓतǐरÈत कोई अÛय सÉंया है।
ͩकंत ुयह, इस कथन का ͩक हमन ेसभी अभाÏय सÉंयाओ ंकȧ सचूी बना लȣ है, ͪवरोधोिÈत है। 
इस Ĥकार हमारȣ पवू[धारणा ͩक सभी अभाÏय सÉंयाओ ंका समÍुचय पǐरͧमत है, अस×य है। 
अतः सभी अभाÏय सÉंयाओ ंका समÍुचय अपǐरͧमत होता है।

ǑटÜपणी    (Úयान दȣिजए ͩ क उपयु[Èत उपपͪƣ मɅ ͪ वͧभÛन दशाओ ंमɅ ͪ वखÖडन ɮवारा उपपͪƣ 
कȧ ͪवͬध का उपयोग भी है)

 (ii) Ĥदƣ कथन का ĤǓतधना×मक (contrapositive) कथन के Ĥयोग ɮवारा उपपͪƣः
  यहाँ सĤǓतबधं कथन p  q को ͧ सɮध करने के èथान पर हम उसके समतुãय कथन ~ q  

~ p को ͧसɮध करत ेहɇ। (ͪवɮयाथȸ समतãुयता को स×याͪपत कर सकत ेहɇ)।  
ͩकसी Ǒदए हुए सĤǓतबधं कथन के Ǔनçकष[ तथा पǐरकãपना का ͪवǓनमय करके उनमɅ स ेĤ×येक 
का Ǔनषधेन करन ेस ेĤदƣ कथन का ĤǓतधना×मक कथन बनता है।
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उदाहरण 6 ͧसɮध कȧिजए ͩक f (x) = 2x + 5 ɮवारा पǐरभाͪषत फलन f : R  R एकैकȧ फलन है।

हल फलन एकैकȧ होता है, यǑद  f (x
1
) = f(x

2
)  x

1
 = x

2
. 

इसका Ĥयोग करके हमɅ Ĥमाͨणत करना है ͩक “2x
1
+ 5 = 2x

2
 + 5”  “x

1
 = x

2
” यह p  q, के Ǿप 

का है, जहा ँ2x
1
+ 5 = 2x

2
 + 5 कथन p है तथा x

1
  = x

2
 कथन q है। इस बात को हम उदाहरण 2 मɅ 

"Ĥ×य¢ ͪवͬध" ɮवारा ͧसɮध कर चुके हɇ। 
हम इसे Ĥदƣ कथन के ĤǓतधना×मक कथन के Ĥयोग ɮवारा भी Ĥमाͨणत कर सकत ेहɇ। 

Ǒदए गए कथन का ĤǓतधना×मक कथन  ~ q  ~ p है, अथा[त ्“यǑद f (x
1
) = f(x

2
) तो x

1 
= x

2
” का 

ĤǓतधना×मक है “यǑद x
1
 x

2
 तो f (x

1
)  f(x

2
)”

अब x
1
  x

2
 

   2x
1
  2x

2
 

    2x
1
+ 5  2x

2
 + 5 

   f (x
1
)  f(x

2
).

Èयɉͩक “~ q  ~ p”, और “p  q” समतãुय है, इस Ĥकार उपपͪƣ पणू[ है।

उदाहरण 7  Ĥमाͨणत कȧिजए ͩक "यǑद आåयहू A, Invertible है, तो A, Non-singular है"

हल  उपयु[Èत कथन को Ĥतीका×मक Ǿप मɅ ͧ लखन ेपर p  q जहा ँ p कथन “आåयहू A, invertible 

है” तथा q कथन “A, non-singular है।”
Ĥदƣ कथन को Ĥमाͨणत करने के एवज मɅ हम इसके ĤǓतधना×मक कथन को Ĥमाͨणत करते 

हɇ, अथा[त ्यǑद A एक non-singular आåयहू नहȣ ंहै, तो आåयहू A invertible नहȣ ंहै।
यǑद A एक non-singular आåयहू नहȣं है तो इसका अथ[ हुआ |A| = 0 है।

अब  A–1 =  का अिèत×व नहȣं है, Èयɉͩक |A| = 0

अतः A, Invertible नहȣं है। 
इस Ĥकार हमन ेयह Ĥमाͨणत कर Ǒदया ͩक यǑद A एक non-singular आåयहू नहȣं है तो A, 

invertible नहȣ ंहै। अथा[त ्~ q  ~ p.

अतः यǑद एक आåयहू A invertible है, तो A non-singular है।
 (iii) Ĥ×यदुाहरण (counter example) ɮवारा उपपͪƣः
  गͨणत के इǓतहास मɅ एसेे अवसर भी आत ेहɇ, जब ͩ कसी पǐरकिãपत åयापकȧकरण कȧ वधै 

उपपͪƣ £ात करने के सभी Ĥयास असफल हो जात ेहɇ और åयापकȧकरण के स×यमान कȧ 
अǓनिæचतता अǓनणȸत बनी रहती है।

एसेी िèथǓत मɅ यह लाभĤद है ͩ क, कथन को अस×य ͧ सɮध करन ेके ͧ लए, हम एक उदाहरण 
ढँूढ़ सकɅ । ͩकसी कथन को अमाÛय करन ेवाला उदाहरण Ĥ×यदुाहरण कहलाता है। 
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Èयɉͩक साÚय p  q का खडंन, साÚय ~ (p  q) कȧ केवल माğ एक उपपͪƣ होता है। अतः 
यह भी उपपͪƣ कȧ एक ͪवͬध है।

उदाहरण 8 कथनः Ĥ×येक n  N के ͧलए, ( + 1)  एक अभाÏय सÉंया है। 
यह कथन Ǔनàनͧलͨखत Ĥे¢णɉ के आधार पर एक समय स×य समझा गया थाः
 + 1 = 22 +  1 = 5 जो ͩक एक अभाÏय सÉंया है।
 + 1 = 24 + 1 = 17 जो ͩक अभाÏय सÉंया है।
 + 1 = 28 + 1 = 257 जो ͩक एक अभाÏय है।

यɮयͪप, Ĥथम Ǻिçट मɅ यह åयापकȧकरण सहȣ Ĥतीत होता है। अतंतोग×वा यह ĤǓतपाǑदत 
ͩकया गया ͩक    + 1 = 232 + 1 = 4294967297 एक अभाÏय संÉया नहȣं है Èयɉͩक 
4294967297  =  641 × 6700417 है। जो दो सÉंयाओ ंका गणुनफल है (1 तथा èवयं के अǓतǐरÈत) 
इस Ĥकार यह åयापकȧकरण ͩक "Ĥ×येक n के ͧलए + 1 एक अभाÏय सÉंया है   n  N+” 

अस×य है।
माğ केवल यह एक उदाहरण ͩक + 1 अभाÏय नहȣ ंहै, का उदाहरण åयापकȧकरण को 

खंͫ डत करन ेके ͧलए पया[Üत है।
अतः हमन ेͧसɮध कर Ǒदया ͩक कथन "Ĥ×येक n  N के ͧलए, + 1 एक अभाÏय सÉंया  

है” स×य नहȣं है।

उदाहरण 9 कथन "Ĥ×येक सतंत फलन अवकलनीय होता है।" पर ͪवचार कȧिजए।

उपपͪƣः हम Ǔनàनͧलͨखत फलनɉ पर ͪवचार करत ेहɇः
 (i) f (x) = x2  

 (ii) g (x)  = ex  

 (iii) h (x)  = sin x

ये सभी फलन x के सभी मानɉ के ͧलए सतंत हɇ। यǑद हम अवकलनीयता पर ͪवचार करɅ 
तो ये  x के सभी मानɉ के ͧलए अवकलनीय हɇ। यह हमɅ इस ͪवæवास के ͧलए Ĥेǐरत करता है 
ͩक कथन "Ĥ×येक सतंत फलन अवकलनीय होता है" स×य है। ͩकंत ुयǑद हम फलन “(x)= |x|” 
कȧ अवकलनीयता कȧ जाँच करɅ, जो ͩक सतंत है, तो हम देखत ेहɇ ͩक यह x = 0 पर अवकलनीय 
नहȣं है। इसका ता×पय[ यह हुआ ͩक कथन "Ĥ×येक सतंत फलन अवकलनीय होता है" अस×य है। 
फलन “(x) = |x|” का केवल यह एक उदाहरण, åयापकȧकरण का खडंन करन ेके ͧलए पया[Üत है। 
अतः फलन “(x) = |x|” को Ǒदए गए कथन अथा[त,् "Ĥ×येक सतत फलन अवकलनीय होता है।ं" 
के खडंन का Ĥ×यदुाहरण कहत ेहɇ।

——


